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Pole trapezu krzywoliniowego
Figure ograniczong przez:
wykres funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagta i
nieujemna na [a, b] ;
proste x =a, x = b, a< b,
0$ OX (tj. prostg y = 0)
bedziemy nazywac trapezem krzywoliniowym (odpowiadajacym
funkcji f oraz odcinkowi [a, b]).

y=f()

Rysunek: Trapez krzywoliniowy



Zbiér ograniczony
a) wykresem funkcji y = f(x), gdzie f jest funkcja nieujemna
na [a, bl ;
b) prostymi x =a, x = b, a < b,
c) osig OX (tj. prostga y = 0)
dla ktérego mozna okresli¢ pole bedziemy nazywac
uogolnionym trapezem krzywoliniowym.

Pole zbioru okreslonego przez warunki a)-c) istnieje, gdy:
(i) fjestciagta na |a, b];
(i) fjest ograniczona i ma skonczong liczbe punktow
nieciggtosci na [a, b];
(iii) f jest ograniczona i zbiér jej punktow nieciggtosci jest
nieskonczony ale nieistotny (por. : P. Billingsley,

Prawdopodobienstwo i miara, Wyd. 1, PWN 1987,
rozdz. 1).



Zmienne losowe typu ciggtego

Definicja 1

Mdwimy, ze zmienna losowa X jest typu ciggtego, jesli istnieje
nieujemna funkcja g taka, Ze dla kazdych a < b
prawdopodobieristwo P(a < X < b) jest réwne polu
uogdlnionego trapezu krzywoliniowego odpowiadajgcego
funkcji g i odcinkowi [a, b.



Zmienna o rozktadzie jednostajnym na odcinku
[min, max|

Przyktadem zmiennej losowej typu ciagtego jest zmienna o
rozktadzie jednostajny na odcinku [min, max] (oznaczenie:
U(min, max)). Jego funkcja gestosci u dana jest wzorem

oy {198 < x < mex
0 jedli x < minlub x > max.
Zmienna losowa o tym rozktadzie, gdy min=0i max = 1,
moze opisywac np. czas oczekiwania na autobus A,
odjezdzajgcy do miejscowosci B co godzine, przez pasazera C;
zaktadamy, ze C nie zna rozkiadu jazdy dla tej linii i ze
przychodzi na przystanek w losowym momencie.



Rozktad jednostajny na odcinku [min, max]-przyktad
obliczen

Czas oczekiwania na autobus- zmienna losowa Y ~ U(0, 1).
Prawdopodobienstwo P(3 < Y < 1) jest rowne:

1 1 1 1 1
P(5<v<3)=(373)=%
Prawdopodobienstwo jest réwne iloczynowi diugosci podstawy

(% — %) = § i wysokosci réwnej 1 odpowiedniego prostokata.



Jezeli Y ~ U(10,20), to

P(12< Y <15) =

N —

gl =

5le



Prawdopodobienstwa odpowiadajgce nierownosciom
ostrym i stabym

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie typu ciggtego mamy:

Pla< X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b).



Rozktad normalny

Szczegblnie waznym w zastosowaniach jest rozktad normainy.
Definicja 2
Maowimy, Ze zmienna losowa X ma rozktad normalny z
parametrami . i o, gdzie i € R i o > 0, jezeli gestos¢ jej
rozktadu jest okreslona wzorem:

1 (x—w)?

V2ro

e 22 .

Ppo(X) =

Skrotowy zapis: X ~ N(u, o). Dla =010 = 1 bedziemy pisac
zamiast ¢, -(x) krétko ¢(x).



03

0.1
|

0.0
1

Rysunek: Wykresy gestosci rozktadéw normalnych: N(0, 1) (linia
ciagta), N(0, 2) (linia ,kropkowana”), N(2,1) (linia ,kreskowana”).



Rozktad normalny— zastosowania

Wiele cech (zmiennych losowych) w zyciu gospodarczym, w
Swiecie przyrody ma rozktad zblizony do normalnego.

Wynika to z tzw. centralnego twierdzenia granicznego, z
ktorego wynika, ze $rednia 1(X; + Xo + ... + Xp), gdzie

Xi, Xo, ..., X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie, ma rozktad zblizony do normalnego N(u, o)
dla pewnych i o.



Przyktad

Mozna oczekiwa¢, ze suma wydatkow 20 kolejnych klientow w
sklepie ma rozktad zblizony do rozktadu normalnego z
odpowiednimi parametrami.

Liczba wyrzuconych ortéw w dtugiej serii rzutéw ma rozktad
zblizony do normalnego.

Wzrost dorostych mezczyzn w danym kraju ma rozktad zblizony
do normalnego.

Wiele cech w zyciu przyrodniczym ma rozktad zblizony do
normalnego.



Przyktad
Rzucamy monetg 25 razy. Niech Y oznacza liczbe ortéw. X ma
rozktad Bin(25;0,5). Zmienna Y moze by¢ przedstawiona jako
suma 25 niezaleznych zmiennych losowych Xj, ..., Xo5 0
rozktadzie Bin(1;0,5).
Z tzw. Centralnego Twierdzenia Granicznego wynika, ze

Y ma w przyblizeniu rozktad N(12,5;2,5)

Bin(25;0.5)+N(12.5;2.5)
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Rysunek: Rozktad dwumianowy Bin(25; 0,5) i odpowiadajacy mu
rozktad normalny N(12,5;2,5)



Zmienna losowa o rozktadzie normalnym —
zastosowania

Czy mechanizm, kt6ry ttumaczy zmiennosc¢ takiej cechy, jak
wzrost dorostych mezczyzn w danym kraju, jest podobny do
mechanizmu, ktéry tumaczy zmiennos¢ wynikow
dos$wiadczenia, ktére polega na 25-krotnym rzucie monetg?
Odpowiedz jest twierdzgca. Mechanizm ttumaczacy zmiennos¢
cech takich, jak wzrost dorostych mezczyzn w danym panstwie:
troche bardziej skomplikowany -por. ksigzke:

Grinstead and Snell’s Introduction to Probability Theory

https://math.dartmouth.edu/~prob/prob/prob.pdf



Obliczanie prawdopodobienstw w rozktadzie zdarzen
okre$lonych przez zmienng losowg o rozktadzie
normalnym

Niech X oznacza wzrost dorostych mezczyzn w panstwie A; zaktadamy, ze
X ~ N(177,10).

Chcemy obliczy¢: (a) P(174 < X < 182), (b) P(X > 182).

Obliczenia dla (a) w R-rze:

> pnorm(182,177,10)- pnorm(174,177,10)
[1] 0.3093739

Obliczenia dla (b) w R-rze:

> l-pnorm(182,177,10)
[1] 0.3085375



Wartos¢ oczekiwana i wariancja dla zmiennych
losowych typu ciaggtego

Srodek ciezkosci preta potozonego wzdtuz osi OX o gestosci g:
warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X z gestoscig g
(oznaczenie:E(X) lub ux).

Wariancja zmiennej X: Var(X) = E(X — ux)?.
Odchylenie standardowe zmiennej X: ox = +/Var(X).
Zamiast ox niektérzy piszg D(X).



Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o
rozktadzie U(0, 1)

Niech X ~ U(0, 1). Funkcja gestosci g jest rowna 1 na [0, 1];
poza tym przedziatem jest rowna 0.
Mamy:

1

E(X) = %, Var(X) = 1



Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej o
rozktadzie normalnym

Mozna pokazac, ze jesli X ~ N(u, o), to

E(X)=p, Var(X)=o02 D(X)=o.
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