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Model normalny

Przez model normalny bedziemy rozumie¢ rodzine rozktadéw
normalnych N(u, o), u € R,o > 0. Z Centralnego Twierdzenia
Granicznego wynika, ze wiele zjawisk i proces6w opisywanych
przez nauki ekonomiczne i przyrodnicze ma rozktad zblizony do
rozktadu normalnego.



Pojecie losowej proby prostej
Definicja 1
Losowa probg prosta nazywamy cigg n niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowych rozktadach prawdopodobienstwa.

Uwaga 1
Niektdrzy autorzy utozsamiajg losowg probe prostg X1, Xo, ..., Xy
Z jef realizacjg xq, Xo, . . ., Xn;

X1 jest realizacjg X itd.

Definicja 2

Losowg probe prostg Xi, X, . .., X, bedziemy nazywac losowg
proba prostg z rozktadu normalnego, jezeli zmienne Xj,
k=1,2,...,n majg rozktad N(u, o) dla pewnych n € R,o > 0.

Uwaga 2

W dalszym ciagu rozwazan: ,estymacja w modelu normalnym”
bedzie pojeciem rownowaznym dla ,wyznaczania estymatorow
parametrow 1 € R i o > 0” na podstawie losowej proby prostej z
rozktadu normalnego”.



Rozktad cen mieszkan

Mozna oczekiwag, ze rozktad cen doméw w dzielnicach ktére
nie pretendujg do miana ,prestizowych” czy ,luksusowych”
bedzie zblizony do normalnego N(u, o); (cena mieszkania jest
wtedy suma niezaleznych sktadnikéw).

Rozwazmy dane dotyczace cen mieszkan w dzielnicy A
(dzielnica A jest zdecydowanie mniej prestizowa niz B) —
mozna zatozy¢, ze rozktad cen mieszkan w A bedzie zblizony
do normalnego.



Srednia w prébie

Zaktadamy, ze nasze dane xi, ..., X, sg realizacja losowe;j
proby prostej z rozktadu normalnego X1,y Xn;

sensownym estymatorem p jest X : X = (X1 yeoes Xn).

Dla konkretnej realizacji x1, ..., Xp Iosowej proby proste;j
Xi,...,Xnzrozktadu normalnego realizacja X jest oznaczana
symbolem x



Wiasnoséci zmiennej losowej X w modelu normalnym

Zaktadamy, ze sekwencja Xj, ..., X, jest losowg préba prostg z
rozktadu normalnego,

Xi~N(u,0),i=1,2,....n.

X = 1(X4,..., Xn) jest zmiennag losowa.

Funkcje losowej proby prostej nazywane sg statystykami.

Z wtasnosci wartosci oczekiwanej, omawianych na jednym z
poprzednich wyktaddw:

E(X) = n,

a wiec X jest nieobcigzonym estymatorem .

W modelu normalnym spetnia pewne istotne kryteria
optymalnosci — w pewnym sensie jest najlepszym
estymatorem nieobcigzonym .



Estymacja ¢ i 02 w modelu normalnym

Wariancja z préby S? okreslona przez

jest estymatorem nieobcigzonym o2 w modelu normalnym,
spetniajacym pewne wazne kryteria optymalnosci; w pewnym
sensie jest najlepszym estymatorem nieobcigzonym o?.
Odchylenie standardowe z préby S = \/ S(X; — X)2 jest

sensownym estymatorem o, ale nie ma (z regu+y) wtasnosci
nieobcigzonosci.




Przypadek, gdy proba pochodzi z rozktadu innego
normalny

Zatozmy, ze Xi, Xo, ..., X, pochodzi z rozktadu o warto$ci
oczekiwanej i i odchyleniu standardowym o (niekoniecznie
normalnego). Zaktadamy, ze zmienne losowe Xi, Xo, ... sa
niezalezne i kazda z nich ma wspomniany rozktad.

Mozna pokaza¢, ze

EX =pu, E(S?) =02

tj. ze $rednia z proby X jest nieobcigzonym (niestronniczym)
estymatorem p

i wariancja z proby S? jest nieobcigzonym estymatorem o2 (por.
Koronacki, Mielniczuk, Rozdz. 2.4).



Dane dotyczace cen mieszkan w A—
histogram+krzywa normalna
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Rysunek: Histogram probabilistyczny+ wykres gestosci N(x, s).



Weryfikacja zatozenia 0 normalnosci rozktadu
populaciji

Dane sg obserwacje x1, Xo, . .., Xp. Czy mozna zatozy¢, ze
X1, X2, ..., Xp jest realizacjg proby prostej z rozktadu
normalnego N(u, o) dla pewnych pio?
Metody weryfikacji zatozenia o normalnosci:
» Sporzgdzenie histogramu i poréwnanie jego ksztattu z
krzywg dzwonowg (wykresem funkcji ¢.)
» Sporzgdzenie wykresu ramkowego i odpowiednia jego
interpretacja
» Sporzgdzenie wykresu kwantylowego i odpowiednia jego
interpretacja.
» Testy zgodnosci: Shapiro—Wilka i inne.
Trzy z powyzszych metod wykorzystujg pojecie kwantyla.



Kwantyle rozktadu normalnego— przykfad

Zatbzmy, ze Y, wzrost dorostych mezczyzn w kraju A ma
rozktad normalny N(176,8). Chcemy znalez¢ liczbe d taka, ze

P(Y < d) = 0,99.

Znajomo$¢ liczby d moze by¢ przydatna dla inzynierow
sporzgdzajacych projekty budowlane itd.
Zadanie ogdlniejsze: dla liczby p € (0, 1) kwantylem rzedu p
rozktadu normalnego N(u, o) nazywamy liczbe q, spetniajgca
rownosc:

P(X < qp) =P,
gdzie X ~ N(u, o). Dla innych rozktadéw ciggtych— kwantyle
definiujemy analogicznie.



Obliczanie kwantyli rozktadu normalnego

Korzystajgc z tablic rozktadu N(0, 1) : poniewaz

P(X < gp) = P(Z < 1) — o( T 1),
gdzie X ~ N(u,0), Z ~ N(0,1), wiec zadanie sprowadza sig
do znalezienia przyblizonej wartosci ¢y rozwigzania réwnania
d(c) = p oraz do wyznaczenia przyblizonej wartosci gp jako
rozwigzania rbwnania:

X —p
g

Korzystajgc z R-a: nalezy uzy¢ poleca gnorm z odpowiednimi
parametrami; w Excelu: nalezy skorzystaé z polecenia
ROZKLAD.NORMALNY.ODW.



Pojecie kwantyla — przypadek ogolny

Kwantylem rzedu p, 0 < p < 1 zmiennej losowej X typu
ciggtego o dystrybuancie F i gestosci g nazywamy kazdg liczbe
Xp spetniajgcg ktorykolwiek z rownowaznych warunkow:

F(Xo) = p;
P(X < xp) = p.

Kwantylem rzedu p zmiennej losowej typu dyskretnego
nazywamy kazdg liczbe x, spetniajgcg warunek

P(X < xp) < p< P(X < Xp).



Kwantyle rozktadu normalnego— przyktad (c.d.)

Zmienna losowa Y, wzrost dorostych mezczyzn w kraju A, ma
rozktad normalny N(176,8); Réwnanie ¢(c) = 0,99 ma
przyblizone rozwigzanie ¢y = 2,33 (bo $(2,32) ~ 0,9898 i
®(2,32) ~ 0,9901); przyblizona wartos¢ szukanego kwantyla
jest rozwigzaniem réwnania:

x—176
8

— 2,33,

stad przyblizona wartos¢ kwantyla rzedu 0,99 rozktadu
N(176,8) wynosi 176 + 2,33 x 8 = 194,64.
Korzystajac z R-a:

> gnorm(0.99,176,8)
[1] 194.6108



Wykres ramkowy i zatozenie normalnosci rozktadu

Mozna pokazaé ze poza przedziatem:

[90,25 — 1,5 % (go,75 — Qo,25), 0,75 + 1,5 x (Qo,75 — Qo,25)]

lezy $rednio 7 obserwacji na 1000, (jesli zaktadamy, ze
obserwacje te stanowig realizacje proby prostej z rozktadu
N(u, o) (por. ksigzke J. Koronackiego i J. Mielniczuka, par.
1.4.2). Zbyt duza liczba obserwacji odstajgcych wskazuje na to,
ze zatozenie normalnosci rozktadu nie jest spetnione.

Jesli obserwacje pochodzg z rozktadu normalnego, to
odpowiadajgcy im wykres ramkowy bedzie w przyblizeniu
symetryczny wzgledem odcinka "wewnatrz ramki" (ktory
odpowiada medianie).
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Rysunek: Wykresy pudetkowe dla dwéch préb o licznosci n = 1000,
wygenerowanych przy pomocy generatora liczb pseudolosowych o
rozktadzie N(176,8)



Wykres kwantylowy

Uporzadkowany ciag obserwacii xi, . . ., X, 0znaczamy przez
Xi:ny - -+, Xn:n. Niech
! Xy:p— M / Xnp — M
Xip=———1. s Xpp =
1:n S s s An:n S >

gdzie m oznacza $rednig z proby, a s odchylenie standardowe
z préby. Jesli zatozymy, ze xq, ..., X, pochodzg z rozktadu
normalnego, to X;.,, X5., - - - , POWiNNy by¢ sensownymi
przyblizeniami kwantyli i/, Go/p, - . . (rzedu 1, rzedu 2 itd.)
rozktadu N(0, 1); stad punkty (Xj.,. 1 /n), (X3, G2/n) POWINNY
sie uktadac¢ wokot (pewnej) prostej ; analogicznie punkty:

(Xt:n, G1/n), (X2:n Q2/n), - - - (1)

rowniez powinny sie uktada¢ wokét prostej.Wykres
przedstawiajacy punkty (1) jest nazywany wykresem
kwantylowym.



W praktyce zamiast kwantyli rzedu //n wyznacza sie np.
kwantyle rzedu i/(n+ 1); w ten sposéb unikamy problemu z
n-tym punktem!

Wykres kwantylowy ,odbiegajacy od prostej”: zatozenie o
normalnos$ci rozktadu, z ktérego pochodzg xj, ..., X,, nalezy
odrzucié.

Szczeg6ty dotyczace wykresu kwantylowego mozna znalez¢ w
[KMO01,par.3.4.2].



Ceny mieszkan w A
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Rysunek: Wykres kwantylowy dla danych dotyczacych cen mieszkan
w A



Test Shapiro—Wilka i inne testy zgodnosci

Zgodnos¢ z rozktadem normalnym mozna weryfikowaé za
pomocg testu Shapiro-Wilka; w wyniku obliczen, wykonanych
dla otrzymanych obserwacji, otrzymujemy tzw. p-warto$¢ (ang.
p-value); jesli p-warto$¢ jest mata, powiedzmy mniejsza niz
0,05, wtedy sg podstawy do odrzucenia hipotezy o normalnosci
rozktadu, z ktérego pochodzg obserwacije.



Test Shapiro—Wilka: przyktad obliczen

W zmiennej y zapisane sg warto$ci cen mieszkan w dzielnicy
A

>y

[1] 65 80 139 180 355 158 240 205 265 305 200 155
209 310 149 254 188 265 275

[20] 200 184 130 260 250 195

> shapiro.test (y)

Shapiro-Wilk normality test

data: y W = 0.9849, p-value = 0.962

p-wartos¢ jest rowna 0,962— nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy o zgodnosci z rozkladem normalnym.
Wiegcej informaciji o tescie Shapiro-Wilka; [KMO01,par. 3.4.2]



